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Un modèle 2D décrivant la stabilité de l’écoulement de deux couches de fluides immiscibles superposés 
est développé. Le principe de la modélisation repose sur la description du profil de vitesse de 
l’écoulement par une méthode de Galerkin où l’on développe les champs hydrodynamiques sur une base 
de polynômes. Le modèle est basé sur l’hypothèse de grande longueur d’onde et valable pour des grands 






This study focus on the developpement of a 2D model of two-layer immiscible, viscous fluids flowing 
down in an inclined channel. A model is derived by using a gradient expansion combined with a Galerkin 
projection with polynomial test functions. This model is based on the large wavelength assumption and 
valid for high Reynolds and Weber numbers. It is shown, from linear stability analysis that the model 
follows quite the Orr-Sommerfeld equation. 
 
 
Mots-clefs :  
 




L’étude de la stabilité des films minces en écoulement sur un substrat solide a fait l’objet 
depuis plusieurs années d’un nombre important de travaux Shkadov (1968) . Cet engouement 
est certes motivé par les applications nombreuses tant industrielles qu’environnementales ; mais 
également par la richesse des comportements observés qui posent des questions fondamentales 
nouvelles. Cependant, les différents modèles existants dans la littérature ne concernent que le 
film ruisselant sur une plaque verticale ou inclinée Amaouche (2005). Pourtant un certain 
nombre de situations pratiques mettent en jeu des écoulements ou les deux phases liquide 
liquide sont prises en compte. Du point de vue de la modélisation, l’une des difficultés 
rencontrées dans ce genre de configuration concerne la représentation des mécanismes à 
l’interface fluide fluide (1994a). Dans le cas ou les régions fluides sont décrites séparément, les 
équations de conservations dans chacune d’entre elles sont explicitement couplées aux 
conditions aux limites à l’interface Tilley (1994b).  
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Dans ce travail nous présentons un modèle 2D permettant une description des instabilités 
interfaciales de deux couches de fluide s’écoulant par gravité dans un canal incliné. Dans un 
premier temps les équations de base sont réduites aux termes d’ordre deux dans le cadre de 
l’approximation aux faibles nombres d’onde. Le champ de vitesse est ensuite projeté sur une 
base complète de fonctions polynomiales dans chacune des couches, suivant la méthode utilisée 
avec succès par Ruyer-Quil & Manneville (2000) pour une couche de fluide s’écoulant le long 
d’un plan incliné. Enfin, nous comparons les résultats de stabilité marginale avec les résultats 
obtenus numériquement.   
 
2 Formulation du problème 
 
On suppose que les fluides sont immiscibles newtoniens incompressible et visqueux. Leurs 
viscosités dynamiques, densités et épaisseurs sont respectivement jµ , jρ  et d j  (j=1,2). De 
façon générale, les quantités relatives à la couche du bas sont indicées par 1, tandis que celles  
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FIG. 1 – Géométrie de l’écoulement. 
 
  
Les points de départ de la recherche des équations d’évolutions des fluides sont les 
équations de Navier-Stokes et de continuités : 
 
        ).( 2 jjjjjjjtj p uguuu ∇∇∇ µρρ ++−=+∂                          (1) 
0. =ju∇                                                                (2) 
où u représente le champ de vitesse, p la pression et g l’accélération de la pesanteur.   
A ces  équations sont jointes les conditions aux limites : 
- de non glissement aux parois inférieure et supérieure : 
0en            0  1 == yu                                            (3) 
dy == en            0  2u                                           (4) 
-de saut dynamique à la surface libre : [ ] 0.. =nt jT                                                    (5) 
[ ] σκ=nn .. jT                                                 (6) 
-condition cinématique : 
jxjt vhuh =+                                                  (7) 
-continuité des vitesses à l’interface : 
[ ] 0=u                                                   (8) 
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où jT est le tenseur des contraintes et s’écrit comme la somme d’un tenseur sphérique et d’un 
tenseur taux de déformation, jjjj DIpT µ2+−= , 21/)1,( xx hhn +−= est la normale à la surface 
et κ  est la courbure, σ étant la tension superficielle et [ ] 21 γγγ −=  définit l’opérateur condition 
de saut à la traversée de l’interface. 
 
 
3 Equation d’évolution 
  
 L’élimination de la pression dans les équations de Navier-Stokes adimensionnées conduit 
à une équation aux dérivées partielles pour chaque fluide  cohérente à l’ordre 2ε . Avec 
1/ <<= λε d et d représente l’épaisseur du canal. Toutes les grandeurs sont rendues sans 
dimensions. L’écoulement est alors caractérisé par le nombre de Reynolds, basé sur la hauteur 
du canal d et la vitesse moyenne et la viscosité du fluide 1. 



















2NRe εερ                                                (10) 
Où 12 / ρρρ = , 12 / µµ=m , jN est un opérateur non linéaire qui vaut, .yixit vu ∂+∂+∂ Les 
équations (9) et (10) sont complétées par la continuité du cisaillement à l’interface et la 
condition cinématique sous sa forme intégrale. 
( ) ( ){ }xxxxxyy mvvmuuhmuu 2121221 4 −−−=− ε                                     (11) 
0=+ tx hq                                                                                      (12) 
Les champs de vitesse dans chaque couche sont ensuite projetés sur une base de fonctions 
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== ξη . Les fonctions f représentent une base d’approximation de 







kf ηηη . L’approximation au second ordre nous 
permet d’écrire le champ de vitesse dans chaque couche sous forme : 
)(),,( 3)2(2)1()0( εεε O+++= jjjj uuutyxu                                         (14) 
Lorsque le film est uniforme 0=K , degré zéro, seul le profil parabolique apparaît )0(ju , les 
autres champs sont nuls. Les autres coefficients apparaissent avec les modulations de la hauteur 
du film. Ecrivons les résidus correspondant à la méthode de Galerkin appliqués à (9) et (10). La 
méthode de Galerkin réalise l’élimination des champs d’ordre 2ε ( 5≥k ) en tirant profit de 




−RN 1u1 + u1yy − mu2yy |y=1 + 1 − ρG1 − hx cotθ + W3hxxx




−RρN 2u2 + m u2yy − u2yy |y=1 + 22u2xx g idy = 0 i = 0, . . . , 4 (15)  
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où )()( ηii Gyg ≡ et g iy = G iξsont des fonctions poids relative au fluide 1 et fluide 2.  Cette 
formulation nous conduit à un système d’équations couplées décrivant l’épaisseur du film h , le 
débit q et quatre corrections du débit d’ordre  ε  appelées (
4
,,, 321 ssss ). 
( ) ( ) ( )
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0=+ xt qh                               (17) 
Où L  représente un opérateur linéaire contenant uniquement des dérivées spatiales, tandis que 
D  et T  sont des opérateurs non linéaires contenant des interactions de termes quadratiques et 
des termes  cubiques respectivement. Les équations (16) et (17) décrivent le mouvement de 
l’interface dans un régime de grandes ondes pour des fluides dont la tension superficielle est 
grande : ).( 2−= kOW  
 
4 Stabilité linéaire 
 
4.1 Stabilité marginale 
 
       On étudie ici la stabilité temporelle de l’écoulement de base vis-à-vis d’une perturbation 
d’un nombre d’onde k réel et de la célérité kc /ω=  complexe, sa partie réelle donne la 
pulsation de l’onde et sa partie imaginaire son taux d’amplification. 
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La résolution du système d’équations (16)-(17) donne une relation de dispersion faisant 
intervenir 8 paramètres adimensionnels, il s’agit d’une étude paramétrique lourde. 




FIG. 2 – Courbes de stabilité marginale pour différents paramètres. 
 
Une simplification importante est obtenue en projetant les équations (9) et (10) sur un profil de 
vitesse parabolique à l’aide de la méthode de Galerkin. Le modèle ainsi obtenu (modèle 
simplifié) fait preuve des mêmes qualités de réalisme que le modèle complet (16)-(17). La 
figure 2 décrit les résultats de stabilité marginale pour un système air-eau. La limite entre les 
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régions stable et instable définit le nombre d’onde critique correspondant à la courbe de stabilité 
marginale. On a représenté les prédictions des modèles complet et parabolique. Ces résultats 
sont comparés à ceux d’une étude asymptotique et numérique de type Orr-Sommerfeld. Le 
modèle complet suit étroitement les résultats numériques. 
 
4.2 Effet de couche mince 
 
Sur la figure 3 nous représentons les évolutions du taux d’amplification en fonction du nombre 
d’onde k pour différentes valeurs du rapport des épaisseurs : 1/1 1 −= hn . L’étude permet de 
prédire un maximum d’amplification des instabilités pour les grandes ondes, un écoulement est 












FIG. 3 – Variation du taux d’amplification temporel en fonction du nombre d’onde k. Les différents 
paramètres sont fixés : 1=ρ , m=0.5, Re=100 et .100=W  
5 Conclusions 
 
Un modèle décrivant l’évolution d’ondes longues à l’interface entre deux couches de 
fluides de viscosité et de densité différentes s’écoulant par gravité dans un canal est obtenu. Le 
modèle prend en compte les termes d’ordre deux d’origine inertielle et visqueux. Les modèles 
sont validés par une étude numérique de type Orr-Sommerfeld. L’étude de la stabilité marginale 
montre que  l’instabilité interfaciale  mise en évidence par Yih (1967) apparaît à faible nombre 
de Reynolds et que le premier nombre d’onde instable est le nombre d’onde nul. La 
disponibilité d’une relation de dispersion analytique nous permet d’étudier l’influence des 
nombreux paramètres du problème (rapport des viscosités ,µ  rapport des densités ,ρ rapport 
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